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RESUMO: O mecanismo de quatro barras tem sido utilizado como objeto de estudo relacionado a
analises cinematicas e dindmicas. O objetivo desse trabalho é analisar as reagdes cinemaéticas e
dindmicas de um mecanismo de 4 barras utilizando recursos computacionais, como MATLAB e
SOLIDWORKS. A anélise dinamica é realizada por meio de um sistema linear matricial quadratica
9x9 para célculo das raizes levando em conta cada posi¢do alcangada pelo mecanismo. O artificio
utilizado para encontrar a solugdo € realizar de forma repetitiva considerando um ciclo completo do
mecanismo, de 0 a 360 graus. A analise dindmica pode ser feita por diversos métodos, mas a utilizada
na analise desse mecanismo requereu apenas a aplicacdo das Leis de Newton, ja que essa fornece mais
informacdes sobre as forgas internas do mecanismo. A analise dos resultados permitiu avaliar os
esforcos ciclicos que atuam nas juntas e o torque necessario para obtencdo dos momentos angular e
linear.
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CINEMATIC AND DYNAMIC ANALYSIS OF A FOUR-BAR ACCELERATED
MECHANISM USING COMPUTATIONAL RESOURCES

ABSTRACT: The four-bar mechanism has been used as object of study related to kinematic and
dynamic analysis. The objective of this article is to analyze the kinematic and dynamic reactions of a
4-bar mechanism using computational resources such as MATLAB and SOLIDWORKS. A dynamic
analysis is performed by means of a 9x9 quadratic linear matrix system to calculate the roots taking
into account each position reached by the mechanism. The artifice used to find the solution is to
perform repetitively considering a complete cycle of the mechanism, from 0 to 360 degrees. Dynamic
analysis can be done by several methods, but the one used in the analysis of this mechanism required
only the application of Newton's Laws since it provides more information about the internal forces of
the mechanism. The analysis of the results allowed to evaluate the cyclic forces acting on the joints
and the torque required to obtain angular and linear moments.

KEYWORDS: Four Bars, Kinematic Analysis, Dynamic Analysis, Mechanism, MATLAB

INTRODUCAO

Uma definicdo util de mecanismo é um sistema de elementos unidos e organizados para
transmitir movimento de uma maneira predeterminada. Um dos sistemas articulados mais importantes
encontrados em dispositivos mecéanicos certamente é o mecanismo de 4 barras. O mecanismo de
quatro barras encontra inimeras aplicacbes no ambito da mecéanica, como por exemplo, em
mecanismos de acionamento de prensas, ou de sistemas de projecéo de filmes, mecanismos de retorno
rapido, entre outros.



A anélise dindmica é realizada por meio de um sistema linear matricial quadratica 9x9 para
calculo das raizes levando em conta cada posi¢do alcancada pelo mecanismo. O artificio utilizado para
encontrar a solucdo é realizar de forma repetitiva considerando um ciclo completo do mecanismo, de 0
a 360 graus. O objetivo desse trabalho é analisar as reacBes cinematicas e dindmicas de um mecanismo
de 4 barras utilizando recursos computacionais, como MATLAB e SOLIDWORKS.

MATERIAL E METODOS

A analise cinematica foi realizada assumindo que as barras sejam caracterizadas como corpos
rigidos e ideais, além de ignorar as folgas existentes nas unides fixadas por pinos e o atrito entre as
partes moveis. O estudo cinemaético e dindmico neste trabalho foi feito de acordo com Norton (2010) a
partir dos resultados obtido por meio de calculo de raizes de um sistema linear dotipo AX=C (X éa
matriz coluna com as reacGes presentes no mecanismo) em cada posicao.

O estudo do mecanismo seguiu a seguinte ordem cronoldgica de resolugdo: primeiro foi dado
as condicOes inicias de trabalho da manivela além dos comprimentos e massas de cada elo como
mostrado nas Tabelas 1 e 2 para em seguida calcular os pesos e segundo momento de inercia destes.

Tabela 1. Condicdes inicias. Fonte: Autoria Tabela 2. Caracteristicas dos elos. Fonte:
Propria Adutoria Prépria
Condicoes Iniciais de Trabalho Comprimento Massa
Velocidade angular 1 rad/s Elo1l 60 cm 30Kkg
Aceleracio angular 1 rad/s? Elo 2 25¢cm 12.5kg
Angulo inicial (62) 0 rad Elo 3 50 cm 25kg
Elo 4 50 cm 25 kg

A andlise da cinematica baseada em Norton (2010) apresenta uma solucdo analitica com
equacdes do segundo grau e notacdo em numeros complexos, o que possibilita a analise em vérias
posi¢cdes e com boa precisdo matematica.

O método tem inicio na Equacéo (1) dos vetores posi¢do verificando se se os tamanhos dos
elos atendem a condicéo de Grashof — classe 1.

R2+R3-R4-R1=0 (1)

O angulo de entrada 8, proposto varia de acordo com a funcdo horaria da velocidade angular
abaixo:

g0=g00+a)ot+%at2 2
Para a determinacdo da posicdo das juntas e do centro de gravidade de cada elo em cada
posic¢do foi utilizado modelo algébrico proposto por Norton (2010):
A, = acos0, A, = asend, 3
Como pode-se observar as componentes O,,, O, € O, Sdo iguais a zero e o valor de Oy,
depende o comprimento do elo fixo.
As coordenadas do ponto b sdo obtidas usando as equacdes (4) dos circulos sobre A e 0,:

b* = (Bxy — A,)* + (B, — A,)? c? = (B, —d)*+ B)? (4)
Que fornecem um par de equagdes simultaneas (5) em B, e B, que sdo apresentadas abaixo:
_c_ _24By 2 A8y N o
B, =58 - ;2% B2 +(s— 22 —d) —c?=0 )

Foi encontrada uma equacdo inicial B), quadratica com duas solugGes, que foi resolvida com
uma expressdo familiar para as raizes da Equacéo (6):

—-Q+/Q2%-4PR
By i — (6)
Em que, segundo Norton (2010):
= & = (d=5)?—c? _ 24y(d-5) _ @optiea
= o s+t R=(d-95)>*-c Q== S= s @)
Dessa forma podemos encontrar os angulos 65 e 6, utilizando as Equacdes (8) e (9):
03 = tan™' (=) (8) 6, =tan G2 (9)

Segundo Norton (2010) para a analise algébrica do mecanismo os angulos 65 e 6, devem ser
calculados a partir do primeiro quadrante. Para este fim foi utilizado nesta metodologia a estrutura



condicional if/else para reposicionar o angulo para o quadrante ja mencionado, em caso de angulos
negativos.

Uma vez encontrados os angulos de todos os elos, a determinacgdo e o célculo da posicao de
qualquer ponto, em qualquer elo, para qualquer posicdo de entrado do mecanismo, sdo simples e
diretos.

Figura 1. Mecanismo de 4 Barras e seus Centros Figura 2. Diagrama de corpo livre genérico
de Gravidade Fonte: Autoria Propria [Adaptado de Rezende et al, 2010].
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Para achar a poxsi(;éo do centro de gravidade do elo motor R2, sendo um elo uniforme, foi
utilizado a seguinte equagdo adaptada de Norton (2010):

Rego = 5 €/%2) = 2[cos(6,) + jsen(6,)] (10)
A posicdo do centro de gravidade do elo R4 é encontrada analogamente, fazendo:
Regs = €10 = ~[cos(6,) + jsen(6,)] (11)

A posicdo do centro de gravidade do elo R3 foi encontrada por meio da soma da posigdo da
junta A e da posicdo relativa de Cy3 em relagdo a junta A. A posicdo da junta A ja foi previamente

definida e a posicdo relativa de C,3 em relagdo ao ponto A é dada pela Equagéo (12), assim temos:
Regan = 2709 = 2[cos(65) + jsen(65)] (12)
Regs = Ry + Regsa (13)
Terminada a andlise de posi¢des, 0 proximo passo é determinar as velocidades de todos os elos
e pontos de interesse no mecanismo.
Para a determinagdo da posicao angular do elo motor e de sua respectiva velocidade angular
em funcdo do tempo foi utilizado a funcdo horaria da posicao angular, apresentada na equacéo (2), e a
fungdo horaria da velocidade angular (14).
w=w,+at (14)
As equacg0es para determinacao de w5 € w, foram sugeridas por Norton (2010), sendo estas:
aw, sen(6, —6, aw, sen(fz —63
Tzsen(93 —94; (15) Wy = Tzsen(84 —93; (16)
Uma vez encontrados ws € w, podemos entdo encontrar as velocidades lineares de V, e 1,
através das Equacdes (17) e (18):
V, = jaw, [cos(8,) + jsen(6,)] = aw, [—sen(6,) + jcos(6,)] @an
Vg = jcw, [cos(8,) + jsen(0,)] = cw, [—sen(8,) + jcos(6,)] (18)
Uma vez que a andlise de velocidade tenha sido feita o proximo passo é determinar a
aceleracdo de todos os pontos de interesse do mecanismo ou maquina.
Utilizando as seguintes equacdes de apoio (19) demonstradas por Norton (2010) podemos
calcular as aceleragdes angulares a; e ay:
A = csen(6,) B = bsen(63)
C = aa,sen(8,) + aw3 cos(6,) + bw3 cos(8;) — cwi cos(6,) (19)
D =dcos(6,) E = bcos(63)
F = aa,cos(0,) — aw3 sen(8,) — bw? sen(ds) + cw? sen(8,)

Obtendo esses resultados, temos:
_ CD-AF _ CE-BF
%3 = 25-mD 20) a,= AE—-BD (21)

Logo apds calcular a5 e a,, podemos calcular as aceleragdes lineares substituindo a identidade
de Euler:

w3 =

A, = aa, (—sen(8,) + jcos(8,)) — aw?(cos(8,) + jsen(8,)) (22)
Ag = cay (—sen(0,) + jcos(8,)) — cwi(cos(8,) + jsen(8,)) (23)



Apdbs encontradas as aceleracdes angulares de todos os elos, é possivel calcular a aceleracado
em qualquer ponto de qualquer elo do mecanismo. Entédo calculamos as aceleragdes nos centros de
gravidade de cada elo.

Para calcular a aceleracdo no centro de gravidade do elo motor R2, utilizamos a equacgdo
adaptada de Norton (2010):

Acgz = S (= sen(8,) + jcos(6,)) — w3 (cos(6) + jsen(6,)) (24)
E analogamente, calculamos a aceleragdo no centro de gravidade do elo R4:
Acgs = ;Cazt (—sen(6,) + jcos(8,)) — %wf (cos(8,) + jsen(6,)) (25)

Para o calculo da aceleracdo do centro de gravidade do elo R3, somamos a aceleracdo na junta
A e a aceleracdo relativa do ponto Cy5 em relagéo a junta A:

Acgsa = 7 @ (= sen(8;) + jcos(65)) — > w3 (cos(6s) + jsen(65)) (26)
Acgs = A+ Acgsa (27)

Para a analise dindmica do mecanismo foi utilizado o método de solucdo newtoniana que
consiste nos somatdrios de todas as forgas e torques presentes no sistema, representadas pelas
EquacGes (28), (29), (30):

Y F, = ma, (28) X E, =ma, (29) YT =I.,a (30)

Para a formulagdo do sistema para este mecanismo S0 necessarias as massas de cada elo, a
localizacdo de seu CG e 0 momento de massa (Ig) em relacdo ao CG. A partir da localizacdo do CG foi
definido os vetores entre as juntas e estes como mostrado na Figura (2).

Para o elo 2 temos:

Fip, + F32x = MyAgy, (31) F12y + F32y —-P= MyAgz,, (32)

Tiz + (Riz,Fiz, = RizyFiz, ) + (Raz,Faz, — RazyFaa,, ) = Ia, @2 (33)

Para o0 elo 3, com substitui¢do da forca de reagdo F,; pela —F;, temos:

Fuz, — F35, = msdgs, (34) F43y - F32y —P= M3dgs,, (35)

(Ras Fas, = RasyFas,, ) = (Ras, Frz, = Roa Fiz, ) = I, @3 (36)

Para o elo 4, substituindo a forga de reacéo Fs, pela —F,3 temos o sistema de equagao:

Fi4, — Faz, = Myagy, (37) F14y - F43y -P = Mylgy,, (38)

(R14XF14Y - R14yF14x) - (R34XF43Y - R34yF43x) =lg, a4 (39)

Os sistemas de nove equacdes e nove incognitas pode ser agrupado numa equagdo matricial
linear do tipo AX=B (42) segundo Norton (2010). A matriz A [9x9] é formada pelos coeficientes das
incognitas da matriz X [9x1]. A matriz B [9x1] é formada pelas componentes x e y das forcas
inerciais, momentos inerciais e componentes das forgas peso.

1 0 1 0 0 0 0 o oy(Fz Ma0gz,
0 1 0 1 0 0 0 0 0f|Fi, mMyag, — P2,
~Riz, Ri, —Rsz, Ra, 0 0 0 0 1||Fs, Igats

0 0o -1 0 1 0 0 0 0f|Fs, M3ags,

0 0 0 -1 0 1 0 0 O Fy, b ={msag, —Ps, b (40)

0 0 sty =Ry, _R43y Ry, 0 0 0 F43y Igzaz

0 0 0 0 -1 0 1 0 0 Myl
Fia, N

0 0 0 0 0 -1 0 1 0 Malry — P
F14y 4764y 4y

0 0 0 0 Ry, —Rss, —Ru, Rug, 0 e Ioncts

Onde os vetores de posicdo presentes na matriz A e ilustrado na figura (2) sdo obtidos através
de analise geométrica.

Este sistema foi resolvido utilizando o software Matlab considerando que X = A'B para as
forcas de reacdes nas juntas e torque necessario.

RESULTADOS E DISCUSSAO
A partir das equacdes apresentadas na metodologia e desenvolvidas no Matlab foi possivel
obter os seguintes graficos em fungéo do tempo.



Figura 3. Velocidade nas Juntas Moveis A e B. Figura 4. Aceleracdo nas Juntas Moveis Ae B e
Fonte: Autoria Propria Centros de Gravidade. Fonte: Autoria Prépria
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Figura 5. Forcas de Reacdo nas Juntas Fixas e Moveis. Figura 6. Torque necessario para garantir
Fonte: Autoria Propria as aceleracOes definidas. Fonte: Autoria Propria
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Pode-se observar com a andlise grafica que a medida em que a velocidade aumenta em fungéo
do tempo todos os outros pardmetros aumentam, sendo assim determinante para caracterizacdo destes
pardmetros em uma possivel aplica¢do. Pode-se observar ainda pela Fig. 6 que o torque T12 necessario
para o funcionamento do mecanismo é ciclico e se apresenta com oscilagGes significativas que podem
requerer um motor excessivamente grande para transmitir o torque requerido pelos picos, requerendo
assim cuidados na execucdo de projeto de sistema mecénico de forma que se fagam as compensacoes
necessarias para ndo causar bloqueios, reversdes, vibracdes ou até mesmo exercer uma forca cisalhante
provocando fratura ou empenamento na estrutura. Estas compensacdes podem ser feitas utilizando
recursos de controle eletronico do torque motor, tal como inversor de frequéncia, ao se rever as
posi¢des dos centros de massa de cada elo, bem como utilizar controle de torque de entrada usando o
volante de inercia, que podera permitir a minimizacao das variagdes.

CONCLUSAO

As analises cinematicas e dinamicas desenvolvidas nesse trabalho com a utilizagdo de recursos
computacionais demonstraram que o0 método desenvolvido é bastante eficaz e com grande
aplicabilidade nos projetos de engenharia. Foi possivel avaliar os esforgcos ciclicos que atuam nas
juntas e o torque necessario para obtencdo dos momentos angular e linear respectivamente. Os
resultados obtidos apresentam pequenas variacdes em relacdo a literatura estudada, o que indica que
teorias da cinematica e dindmica de mecanismos foram bem aplicadas.
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