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RESUMO: Com o avanc¢o tecnoldgico, o grau de seguranca obtido e o baixo custo de pesquisas
computacionais, comparados com ensaios experimentais, vém possibilitando cada vez mais a
aplicacdo de técnicas numéricas na solucdo ndo linear de problemas de estruturas. Os modelos
constitutivos de dano tém sido usados como uma importante ferramenta de anélise da perda de rigidez
de estruturas com a finalidade de prever a degradacdo do material. O objetivo deste artigo é comparar
0s métodos de solucdo de Newton - Raphson Padrdo e Modificado, de Broyden e de Potra - Pték,
associados a técnica de continuacdo Comprimento de Arco com lteracdo Ortogonal & Tangente da
Iteracdo Anterior. Os algoritmos sdo aplicados em um problema de pértico plano com néo linearidade
fisica, utilizando o Método dos Elementos Finitos. O comportamento do material é descrito por um
modelo fundamentado na Mecénico do Dano Continuo. Na obtencdo do vetor de forga interna, o
maodulo de rigidez a flexao equivalente é obtido com a divisao da se¢édo transversal em camadas.
PALAVRAS-CHAVE: Broyden, Potra - Ptak, Mecénica do Dano, técnica de continuag&o.

STUDY OF ITERATIVE AND INCREMENTAL METHODS FOR NON LINEAR SOLUTION
OF PLANES FRAMES

ABSTRACT: With advances in technology, the degree of safety obtained and the low cost of
computational researches, compared with experimental tests, have enabled the application of
numerical techniques for solution of nonlinear structures problems. The damage constitutive models
have been used as an important tool to analyze the structures stiffness loss in order to prevent the
material degradation. The aim of this paper is to compare the methods Standard and Modified Newton
- Raphson, Broyden and Potra - Ptdk, associated to Arc-Length Control technique with Orthogonal
Iteration to Previous Iteration Tangent. The algorithms are applied to plane frame problem with
physical nonlinearities, using the Finite Element Method. The behavior of the material is described by
a model based on Continuum Damage Mechanical. In obtaining the internal force vector, the
equivalent flexural stiffness modulus is obtained by dividing the cross section in layers.
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INTRODUCAO

Muitos problemas na anélise estrutural estdo caracterizados pelo comportamento inelastico dos
materiais (ndo linearidade fisica) que conformam as estruturas, identificando fenémenos tais como
plasticidade, dano, fraturamento, entre outros, os quais mudam substancialmente as propriedades de
rigidez do sistema. Um problema gerado pela inelasticidade dos materiais é a ocorréncia de
deformacdes localizadas no sistema. A consideracdo desse fenémeno aumenta a complexidade da
andlise, e pode levar a problemas na implementagdo numérica acontecendo, inclusive, a interrupcdo da
analise por problemas de convergéncia ou mal condicionamento numérico. Nesse contexto, a analise
numérica de estruturas com caracteristicas inelasticas de material requer técnicas de controle de
iteracdo e forca (técnicas de continuagdo) que permitam avaliar as mudancas de rigidez do sistema
ocasionadas pelo comportamento nao linear dos materiais (Mufioz & Roehl, 2012).

Neste artigo é feito um estudo comparativo com o auxilio do programa Scilab entre o0s
métodos de solucdo de Newton - Raphson Padrdo e Modificado, de Broyden e de Potra - Ptak,
associados a técnica de continuacdo Controle de Comprimento de Arco com lIteragdo Ortogonal a


mailto:paulomegna@ig.com.br

Tangente da Iteracdo Anterior, a partir de um problema de portico plano com néo linearidade fisica,
utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF). A relacéo constitutiva do material é descrita por
um modelo fundamentado na teoria da Mecénica do Dano Continuo proposto por Manzoli (1998),
com a possibilidade de prever o comportamento diferenciado tanto a tragdo quanto a compressdo. Na
obtencdo do vetor de forca interna, 0 modulo de rigidez a flexdo equivalente é obtido com base nas
variaveis deformacédo especifica e dano em cada camada de divisdo da secdo transversal do elemento
estrutural. O desempenho computacional dos métodos € avaliado segundo o0s parametros: nimero total
de incrementos de forca (NP); nimero total de iteracdes (It); e tempo de processamento.

MODELO DE DANO
Para descrever o comportamento do material, utiliza-se um modelo baseado na Mecénica do
Dano Continuo proposto por Manzoli (1998). Para o caso de um elemento unidimensional submetido a

uma forca axial, a tensdo efetiva

)

€ expressa por:

o=EDs (1
)

O limite de dano inicial ro é uma propriedade do material e pode ser relacionado a tensdo
limite de proporcionalidade f, da seguinte forma:
)

sendo B; um pardmetro do modelo. Define-se a norma da tensdo efetiva
)

por:
. . . 3)
A partir das relagdes de Kuhn - Tucker, o limite de dano r é dado pelo maximo valor da
variavel « durante o processo de carregamento, tal que:

)
A variavel «d pode ser expressa, em termos da deformagdo especifica =, por:
(®)
A variavel de dano d é escrita em funcéo do limite de dano por:
6)

Variando-se a fungdo que descreve o mddulo H na Eg. (6), tém-se 0s seguintes
comportamentos constitutivos: regime elastodegradavel perfeito (perfeitamente plastico); encruamento
linear positivo (endurecimento); encruamento linear negativo (abrandamento); e abrandamento
exponencial.

METODO DE BROYDEN
Nos métodos Quase - Newton, a sequéncia u® é estabelecida por meio da expressdo
(Crisfield, 1991):

ooO=00-0+00 (7
: )

sendo s® a solugdo do sistema de equacdes dado por:
Oo0-000=000-0 (8
)

A matriz de rigidez K é atualizada a cada iteracdo, e é imposta a condi¢cdo de que tal matriz
satisfaca a seguinte equacdo:
000O0-00-0=0(00-00-0) 9
: )
A escolha da estratégia na obtencdo da matriz de rigidez define 0 método Quase - Newton ou
método Secante. No método de Broyden a matriz de rigidez K® é determinada pela equacéo:
OO=00-0+00 (10
: )

onde a matriz A® ¢ dada por:



(11)
sendo

0O0=0(00)-0(00-0)

METODO DE POTRA-PTAK
Potra e Ptak (1984) desenvolveram um método de dois passos baseado no método de Newton.
Consistindo de duas avaliacdes do sistema de equagfes dado e necessitando apenas do célculo de
derivadas de primeira ordem, foi possivel obter uma convergéncia ctbica e um indice de eficiéncia
maior que o do método de Newton (Soleymani et al., 2012). O método de Potra-Ptdk é dado da

seguinte forma (Souza, 2015):

O0o0-0=00-0+00-0-0000-0 (12
: )
(13

)

TECNICA DE CONTINUACAO

A metodologia para a solugdo de problemas estruturais ndo lineares deve ser capaz de tragar a
trajetoria de equilibrio completa (identificando e passando por todos os pontos criticos). Para esse fim,
utiliza-se um processo incremental-iterativo que consiste de duas etapas (Rocha, 2000):

i) a partir da dltima configuracdo de equilibrio da estrutura, seleciona-se um incremento de forca
(definido como parametro de forga inicial - <« ®), procurando satisfazer alguma equagao de restrigdo
imposta ao problema. Apds a selecdo desse parametro, determina-se o incremento inicial de
deslocamentos nodais ©<u®; e

ii) na segunda etapa de solucdo, procura-se por meio de uma estratégia de continuacdo corrigir a
solucdo incremental inicialmente proposta, com o objetivo de restaurar o equilibrio da estrutura. Se as
iteracfes envolverem deslocamentos nodais (u) e o pardmetro de forga (v), entdo uma equacgio
adicional de restricdo € requerida. O formato dessa equacéo é o que distingue as Vérias estratégias de
iteracédo.

As analises ndo lineares sdo efetuadas com a estratégia de continuagdo Controle de
Comprimento de Arco com lteragdo Ortogonal a Tangente da Iteracdo Anterior (CTIA). Na Tabela 1
sdo apresentadas as equagdes para a avaliacdo do parametro de forca inicial (<7« ®), e para o calculo
do parametro de forga para a correcdo da solucéo incremental inicial (¢&v ®),

Ha possibilidade de gue o incremento de deslocamento tenda ao infinito em pontos préximos a
um ponto limite da trajetdria de equilibrio. Para evitar que isso ocorra, limitou-se este deslocamento a
um valor méximo. Para 0 método CTIA foi considerada a seguinte condi¢do quanto ao incremento de
deslocamento: se 44¢=u® 44 > unyy, entio:

(14)

O sinal de ¢<=v® ¢ avaliado da seguinte forma: se 'Su” Su® < 0, entdo:
Su® =- 5y, (15)
Se=_.5/0. (16)

Assim, assegura-se que a trajetéria de equilibrio sera percorrida corretamente mesmo se
houver uma reversdo do deslocamento.

Tabela 1. Parametros de Forga =v® e v ®),
Método k=1 k=2,3¥ N
CTIA

RESULTADOS E DISCUSSAO

Seja 0 problema de um pértico de um andar com 6,0 m de largura, 3,0 m de altura e sujeito as
forcas concentradas P1 e P2, conforme o modelo estrutural apresentado na Figura 1la. A viga do pdrtico
tem secdo transversal retangular (0,30 x 0,40) m? e os pilares se¢do transversal quadrada (0,30 x 0,30)
m?. O material que constitui os elementos estruturais apresenta comportamento perfeitamente plastico.
Este problema foi estudado por Lourenco (1999). Na Tabela 2 sdo apresentados 0s parametros



adotados no Modelo de Dano e na estratégia de continuacdo CTIA. As secOes transversais dos
elementos estruturais foram divididas em 20 camadas de mesma espessura, conforme o procedimento
apresentado em Souza (2013). Na discretizacao por elementos finitos foram utilizados 16 elementos de
portico, sendo quatro elementos para cada pilar e oito para a viga. Na Figura 1b sdo apresentadas as
trajetorias de equilibrio (deslocamento horizontal n6 5 versus fator de forca ¢) obtidas com os
métodos de Newton - Raphson Padrdo (NR), Newton - Raphson Modificado (NRM), de Broyden e de
Potra - Ptak, comparando-as com a curva obtida por Lourenco (1999).

Tabela 2. Parametros do Modelo de Dano e da técnica CTIA.
Modelo de Dano CTIA
Eo =200 GPa 5s5=0,01
foc = for = 200 MPa Umax = 0,5
Hc=H{=0 5Py, =100 kN
Bi=1 5P, =150 kN

Figura 1. Pértico de um andar: a) modelo estrutural; e b) trajetérias de equilibrio.
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Na Tabela 3 sdo apresentados os valores dos parametros NP, It e tempo de processamento (em
segundos) obtidos das simulag¢fes. Observa-se, nessa tabela, que a analise com o método de Broyden
obteve 0 menor tempo de processamento (tempo de CPU) e numero total de iteracGes, em contraste
com os demais métodos. VEé-se que o tempo obtido com o0 método de Potra - Ptak foi inferior ao obtido
com o método de NR (apesar do custo computacional da iteragdo daquele método ser maior do que
deste, hd um ganho na velocidade de convergéncia em fun¢do do menor nimero de iteracfes). Deve-se
ressaltar que ndo estdo contabilizados no tempo a geracdo da malha (pré-processamento) e a
visualizacdo dos resultados (pds-processamento).

Tabela 3. Resultados numéricos para o portico de um andar.
NR NRM Broyden Potra - Ptak
Tempo NP(It) Tempo NP(It) Tempo NP(It) Tempo NP(It)
11,993874 15(582) 6,690070 15(655) 3,753597 15(181) 8,898579  15(304)

CONCLUSAO

A partir dos resultados obtidos, o codigo computacional desenvolvido com o auxilio do
software Scilab mostrou-se eficiente devido a simplicidade de implementacdo e ao razoavel
desempenho nos exemplos numéricos estudados, demonstrando, assim, potencialidade na sua
aplicacdo em anélises de pdrticos com ndo linearidade fisica. O tipo de lei constitutiva adotada para o
material é uma das causas da maior ou menor eficiéncia dos processos para a busca do equilibrio. Uma
lei elastoplastica perfeita pode conduzir a uma situacdo em que a estrutura apresente grandes
deformacdes antes de alcancar o equilibrio. A crescente simulacdo de modelos estruturais complexos -
por meio do Método dos Elementos Finitos - tem exigido a manipulagdo de grande quantidade de



dados, que é intrinseco ao método, bem como a procura da diminui¢do do tempo de resposta para a
resolucdo do problema estrutural.

Observa-se um melhor desempenho computacional com o procedimento incremental e
iterativo baseado no método de Broyden, quanto ao numero total de iteracdes e ao tempo de
processamento. O custo computacional para a resolucéo dos sistemas de equacdes lineares gerados da
discretizacdo pelo MEF a cada iteracdo costuma a ser, em geral, o mais dispendioso durante o
processo. Sendo assim, com a reducdo significativa de iteracGes até a convergéncia, o tempo de
processamento para se obter a resposta da andlise estrutural diminui.

Como sugestdo de pesquisa futura, sugere-se a implementacdo de algoritmos que permitam
efetuar ciclos de carregamento e descarregamento, adequar o codigo implementado para estudos em
andlise dindmica e a consideracdo da ndo linearidade geométrica.
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